Algebra

UD1 - LE EQUAZIONI DI PRIMO
GRADO

1.1 Equazioni di primo grado numeriche intere e

loro risoluzione

Un’equazione intera a un'incognita si dice di primo grado (o lineare) quando l'inco-
gnita ha esponente uguale a 1.

La forma canonica € ax = b

dove x ¢ l'incognita, a ¢ il coefficiente della x e b ¢ il termine noto.

8o

Sea=0eb= 0 ax = bé determinata, cioé ammette un’unica soluzione: x =
Sea=0eb=0-0x = be impossibile, cioé non ammette soluzioni
Sea=0eb=10->0x = 0 é& indeterminata, cioé ammette infinite soluzioni: &

un'identita

1.2 Equazioni numeriche frazionarie e loro

risoluzione

Un’equazione numerica frazionaria presenta almeno una frazione nella quale figura
l"incognita al denominatore.

Prima di risolvere un'equazione frazionaria, bisogna impostare le condizioni di esi-
stenza (CE). Occorre cioé individuare tutti i valori che, sostituiti all’incognita, ren-
dono nulli i denominatori delle frazioni algebriche presenti. Tali valori non possono
essere soluzioni dell’equazione data, perché trasformerebbero |l'equazione in un'u-

guaglianza priva di senso.
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1.3 Equazioni letterali intere, frazionarie e loro

risoluzione

Un’equazione letterale, oltre 'incognita x, contiene altre lettere, dette parametri.
Tali lettere rappresentano numeri che si ritengono noti, anche se di essi non € spe-
cificato il valore.

Bisogna analizzare separatamente il caso in cui tali espressioni si annullano e il ca-
so in cui non si annullano. Si discute quindi 'equazione che risultera determinata,
indeterminata o impossibile al variare dei valori assunti dai parametri presenti.
Nelle equazioni letterali intere, l'incognita non compare mai al denominatore.

Le equazioni letterali frazionarie presentano almeno un’incognita al denominatore.

1.4 Problemi ed equazioni di primo grado
I passaggi fondamentali per risolvere tali problemi sono:
1) leggere attentamente il problema per capire qual ¢ il dato da trovare;

N

scrivere i dati per evidenziare le relazioni esistenti fra essi;

AW

)

) individvare l'incognita;

) impostare correttamente l’equazione per determinare il valore dell’incognita;
)

(S2]

risolvere l’equazione e verificare i valori frovati.

UD2 - LE EQUAZIONI DI SECONDO
GRADO

2.1 Equazioni di secondo grado complete e

incomplete

Un’equazione intera, a un'incognita, si dice di secondo grado (o quadratica) quando
il massimo esponente con cui compare l'incognita é 2.

La forma canonica € ax* + bx + ¢ = 0, cona = 0

dove a, b, ¢ sono numeri reali qualsiasi e sono detti coefficienti dell’equazione.

¢, in particolare, € il termine noto.

Le equazioni di secondo grado possono essere complete o incomplete.

Le equazioni di secondo grado si dicono complete se tutti e tre i coefficienti sono
diversi da zero.

Le equazioni di secondo grado si dicono incomplete quando almeno un coefficiente
(eccetto a) € uguale a 0.

- con b = 0 — l'equazione diventa ax* + ¢ = 0 e prende il nome di pura;

- con ¢ = 0 — l'equazione diventa ax’* + bx = 0 e prende il nome di spuria;

- conb=0ec =0 - l'equazione diventa ax* = 0 e prende il nome di monomia.
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2.2 Risoluzione di un'equazione di secondo grado

incompleta
Risolvere un’equazione di secondo grado significa trovare tutte le soluzioni reali (al
massimo 2). Queste soluzioni sono detfte radici dell’equazione.

Equazione pura: ax’* + ¢ = 0, da ricondurre alla forma x* = k
1° caso: k> 0 - x = +./k

2° caso: k < 0 — |"equazione risulta impossibile in R

Equazione spuria: ax? + bx = 0, da ricondurre alla forma x (ax + b) = 0

b

Due soluzioni x, = 0 ex,=—

1Y)

Equazione monomia: ax* = 0
Due soluzioni coincidenti x, = x, = 0

2.3 Risoluzione di un'equazione di secondo grado

completa

Un’equazione di secondo grado completa ha la forma:

ax’! + bx + c=0cona=0,b=0,c=0

Attraverso alcuni passaggi si riconduce alla forma: (2ax + b)? = b* - 4ac
L’espressione al secondo membro si dice discriminante dell’equazione e viene indi-
cata con A:

A = b?- 4ac

1° caso: A > 0
Se A > 0 l'equazione ammette due soluzioni reali distinte

_—b-vyb'-4ac N _—b+yb’-4ac
2a

¢ 2a

X1

2° caso: A =0
Se A = 0 l'equazione ammette due soluzioni coincidenti

b

PP

3°caso: A < 0

Se A < 0 l'equazione non ammette soluzioni reali.

2.4 Equazioni frazionarie

Per le equazioni frazionarie riconducibili a equazioni di secondo grado intere valgo-
no le stesse considerazioni e procedure di calcolo presentate nello studio delle
equazioni di primo grado.

2.5 Problemi con equazioni di secondo grado

I passaggi fondamentali per costruire il modello risolutivo sono:

1) leggere attentamente il problema per capire qual ¢ il dato da trovare;

2) applicare la metodologia di risoluzione delle equazioni di secondo grado.
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UD3 - LE EQUAZIONI DI GRADO
SUPERIORE AL SECONDO E LE
EQUAZIONI ESPONENZIALI

3.1 Equazioni di grado superiore al secondo
Nelle equazioni di grado superiore al secondo l'incognita figura con esponente
uguale a un numero (naturale) maggiore di 2.

3.2 Equazioni binomie

Le equazioni binomie sono equazioni del tipo

ax" + b=10

Per risolvere l'equazione, la si riconduce alla forma normale
x" =k

Caso 1: n pari

~conk>0—- x=+Vk

- con k < 0 — l'equazione ¢ impossibile in R

Caso 2: n dispari

Unica soluzione: x=vk

3.3 Equazioni di grado superiore al secondo

risolvibili mediante scomposizione in fattori
Le equazioni di grado superiore al secondo si possono risolvere utilizzando i metodi
di scomposizione in fattori come il raccoglimento totale, parziale o attraverso il ri-

conoscimento di prodotti notevoli.

3.4 Equazioni biquadratiche

Un’equazione biquadratica € una particolare equazione di quarto grado che si pre-
senta mediante la forma:

ax* + bx* + ¢ =0

dove a, b, ¢ sono numeri reali qualsiasi, con a = 0.

Le equazioni biquadratiche si risolvono mediante il metodo di sostituzione di variabile.
Si pone, ad esempio, x* = f, quindi:

at + bt + c =0

Si risolve 'equazione per t e solo successivamente per x.

3.5 Cenni di equazioni esponenziali

Un’equazione esponenziale € un'equazione in cui figurano una o piu potenze con
l"incognita all’esponente.

a* = b

dove a, b, x rappresentano numeri reali qualsiasi, con a > 0.
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In alcuni casi possono essere risolte ricorrendo alle proprieta delle potenze.

ax . a = axy = G4 . §7 — 54+7 _ §lt
aa = av - 58 : 5% = 585 = 53

(a")}’ = a*y N (53)2 = h32 = §s

a - b= (a-by - 52. 42 = (5 - 4)2 = 20°
a: b= (a: b) . 164 : 8* = (16 : 8)* = 2*
al= a - 2t = 2

a’ =1 - 50 = 1

UD4 - I SISTEMI DI EQUAZIONI

N

4.1 Equazioni di primo grado a piu incognite
Un’equazione di primo grado a due incognite, del tipo

4x + 3y-8 =0

ammette infinite soluzioni, cioé esistono infinite coppie di numeri reali che, sostitu-
ite alle incognite x e y, trasformano l’equazione in una uguaglianza vera.

Si possono quindi attribuire all’incognita x infiniti valori arbitrari e determinare i
corrispondenti valori di y (o viceversa).

4.2 Sistemi di equazioni
Un sistema di equazioni € un insieme di equazioni per le quali si cercano le soluzio-

ni che soddisfino contemporaneamente tutte le equazioni presenti nel sistema stes-

s0.
3x—-2y+z=0
2x+y—2z=5 - sistema di tre equazioni lineari nelle tre incognite x, y e z

5x+4y—6z=15

Un sistema puo essere:

- determinato, se ha un numero finito di soluzioni;
- indeterminato, se ha infinite soluzioni;

- impossibile, se non ha alcuna soluzione.

Il grado di un sistema ¢ il prodotto dei gradi delle equazioni del sistema.

Un sistema di equazioni si dice intero se tutte le equazioni presenti nel sistema so-
no equazioni infere.

bx—2y=—1

1 — sistema intero di due equazioni nelle due incognite x, y.
4x—§y= 3

Un sistema di equazioni si dice frazionario se almeno una fra le equazioni presenti
nel sistema e un’equazione frazionaria.

x° _

2(y-1)
2x—4y=14

— sistema frazionario di due equazioni nelle due incognite x, y.
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4.3 I principi di equivalenza

Due sistemi si dicono equivalenti quando hanno le stesse incognite e le stesse solu-
zioni.

Principio di sostituzione: in un’equazione di un sistema, sostituendo un’incognita

con la sua espressione ricavata dall’altra equazione, si oftiene un sistema equiva-
lente a quello di partenza.

Principio di riduzione: se in un sistema si addizionano o sottraggono membro a
membro le due equazioni e poi si sostituisce |l’equazione otftenuta al posto di una
delle due equazioni del sistema, si otfiene un sistema equivalente al dato.

4.4 Risoluzione di un sistema lineare di due

equazioni in due incognite

Dato un sistema lineare di due equazioni in due incognite, si dice che una coppia di
numeri reali & soluzione del sistema, se sostituendo tali valori alle due incognite, le
due equazioni risultano contemporaneamente soddisfatte.

Esistono diversi metodi di risoluzione, da scegliere caso per caso per fare meno cal-

coli possibili.

Metodo di sostituzione

1) Ricondurre il sistema alla forma normale.
2) Ricavare da un’equazione l'espressione di una incognita in funzione dell’altra.
3) Sostituire nell’altra equazione l'espressione ricavata all’incognita, in modo da
ottenere un’equazione in una sola incognita.
Risolvere l"equazione a una sola incognita.
5) Sostituire il valore cosi ricavato nella prima equazione, per determinare il valo-

re dell’altra incognita.

Metodo di riduzione per addizione

1) Ricondurre il sistema alla forma normale.

2) Individuare il m.c.m. dei coefficienti dell’incognita, tralasciando eventuali se-
gni negativi dei coefficienti.

3) Determinare i valori numerici per i quali moltiplicare una o entrambe le equa-
zioni (talvolta & necessario “aggiustare” il segno), in modo da riuscire a otte-
nere i coefficienti dell’incognita da eliminare opposti.

4) Sommare membro a membro in colonna le due equazioni per poter eliminare
l"incognita.

5) Risolvere l'equazione cosi ottenuta a una sola incognita.

6) Ripetere il procedimento per l'eliminazione dell’altra incognita oppure effettua-

re il metodo di sostituzione.
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Metodo del confronto

1) Ricondurre il sistema alla forma normale.

2) Ricavare da entrambe le equazioni l'espressione di un’incognita in funzione
dell’altra.

3) Confrontare (uguagliare) le due espressioni ottenute al secondo membro di ogni
equazione ottenendo una nuova equazione in una sola incognita.

4) Risolvere l'equazione cosi ottenuta.

5) Ripetere il procedimento da capo per l'altra incognita oppure procedere con il

metodo di sostituzione.

4.5 Risoluzione di un sistema con il metodo piu

opportfuno

Un sistema lineare di due equazioni in due incognite pud essere risolto utilizzando

uno qualsiasi dei metodi analizzati.

- Conviene applicare il metodo di sostituzione quando almeno uno dei coefficienti
della x e della y nelle due equazioni presenti & uguale a 1.

- Conviene applicare il metodo di riduzione quando i coefficienti delle due inco-
gnite nelle due equazioni sono tutti diversi da 1.

- Conviene applicare il metodo del confronto quando le due equazioni presentano

gia la stessa incognita espressa in funzione dell’altra.

UDS5 - LE DISEQUAZIONI DI
PRIMO GRADO

5.1 Le disuguaglianze numeriche
Una disuguaglianza numerica & formata da due espressioni numeriche separate da

n n n n
" > " " < .

uno dei sequenti quattro simboli: “>", “2", <", “<

Proprietd delle disuquaglianze

- Aggiungendo o sottraendo ai due membri di una disuguaglianza numerica uno
stesso numero, si ottiene una disuguaglianza dello stesso verso.

- Moltiplicando o dividendo i due membri di una disuguaglianza numerica per uno
stesso numero positivo, si oftiene una disuguaglianza dello stesso verso.

- Moltiplicando o dividendo i due membri di una disuguaglianza numerica per uno
stesso numero negativo, si ottiene una disuguaglianza di verso contrario.

- Dati due numeri concordi, la disuguaglianza che si oftiene considerando i loro re-

ciproci ha verso contrario rispetto a quella fra i numeri dati.

5.2 Dalle disuguaglianze alle disequazioni

Le disuguaglianze in cui compare una variabile (per esempio la lettera x) si chiama-
no disequazioni in una incognita.

3x + 1> 10

AA. VV.
Corso di

Matematica
PLUS




editrice

Tipo di disequazione Intera
5 3x
numerica 5X—€ >8x+2 72x+ 2 <6
letterale ax>5-a X::l > 3a

5.3 Le disequazioni in una incognita

Le disequazioni in una incognita sono disuguaglianze fra due espressioni letterali
verificate solo per particolari valori attribuiti alla lettera che in esse figura, detta
incognita.

L'insieme delle soluzioni di una disequazione rappresenta l'insieme di tutti quei nu-
meri reali che, sostituiti all’incognita, verificano la disequazione data.

L"insieme delle soluzioni pud essere anche rappresentato graficamente.
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Possibili intervalli di Rappresentazioni grafiche
soluzioni
x>b5 > soluzioni
——————————— -0
x < 3 solyzioni . .
2<x<4 | solyzioni .
1 - 6
l<x<6 | . soluzioni o .
- 3 -
X<2vx>3 soluzioni 5 soluzioni
- O e — e - ==

5.4 Le disequazioni equivalenti e i principi di
equivalenza

Due disequazioni sono equivalenti quando hanno lo stesso insieme di soluzioni.
x+6>8e2x>4 -~  Soluzioni: x > 2

5.5 Primo principio di equivalenza

Addizionando o softraendo ai due membri di una disequazione uno stesso numero o una

stessa espressione algebrica, si ottiene una disequazione equivalente a quella data.

Per cui:

- in una qualsiasi disequazione un termine si puo spostare da un membro all’altro
purché venga cambiato di segno;

- in una disequazione si puo eliminare un termine uguale che compare in entrambi
i membri.

5.6 Secondo principio di equivalenza
Moltiplicando o dividendo i due membri di una disequazione per uno stesso numero
positivo, si oftiene una disequazione equivalente a quella data.
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Moltiplicando o dividendo i due membri di una disequazione per uno stesso numero

negativo, si ottiene una disequazione equivalente alla data, ma di verso opposto.

Per cui:

- moltiplicando entrambi i membri di una disequazione per -1, si cambiano i segni
di tutti i termini e si ottiene una disequazione equivalente alla data, ma di verso

opposto.

5.7 Risolvere le disequazioni di primo grado

numeriche intere

Risolvere una disequazione significa stabilire l'insieme S delle sue soluzioni che puo

essere un insieme di valori reali o un insieme vuoto. I passaggi sono i seguenti.

1) Eliminare eventuali parentesi effettuando i calcoli.

2) Se ci sono delle frazioni, che non contengono l'incognita al denominatore, cal-
colare il m.c.m. dei denominatori, quindi moltiplicare a sinistra e a destra per
tale valore, eliminando i denominatori.

3) Spostare i termini noti a destra, lasciando al primo membro solo i termini con-
tenenti l"incognita in modo da ricondurre la disequazione alla forma canonica
ax > b(o <, =, <).

4) Dividere i membri della disequazione per il coefficiente a.

Sea>0—»x>§

b

- Sea<0- x>——
a

- Se a

0eb< 0- x = qualunque numero reale

- Sea=0eb =0 - ladisequazione non é mai verificata (& impossibile)

5.8 Svolgimento di disequazioni numeriche intere

di primo grado
Lo svolgimento di una disequazione di primo grado intera si sviluppa con le stesse

modalita con cui si affronta un’equazione di primo grado.

5.9 Disequazioni frazionarie

Una disequazione frazionaria e una disequazione in cui l'incognita compare al deno-

minatore di qualche frazione. Per la sua risoluzione, si devono seguire questi pas-

saggi.

1) Ricondurre la disequazione in forma canonica (tutti i termini al primo termine,
0 al secondo).

2) Scrivere il primo membro come un’unica frazione (stesso denominatore), risol-
vendo gli eventuali calcoli richiesti a numeratore.

3) Studiare separatamente numeratore e denominatore, ponendo denominatore

sempre > 0.
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4) Riportare in uno schema i segni del numeratore e del denominatore e determi-
nare con la regola dei segni il segno della frazione (primo membro).

-5 5

Se la disequazione di partenza richiede che la frazione sia positiva, si prenderanno

1

sulla linea finale dello schema gli intervalli corrispondenti al segno “+", altrimenti

uon

al segno . Tali intervalli rappresenteranno l'insieme delle soluzioni cercate.

UD6 - LE DISEQUAZIONI DI
SECONDO GRADO

6.1 Disequazioni di secondo grado intere

Una disequazione di secondo grado intera a una incognita si pué sempre ricondurre
a una delle seqguenti forme canoniche:

ax’ + bx + ¢ >0 (2 0)

oppure

ax* + bx + ¢ <0 (=< 0)

Risolvere una disequazione significa determinare i valori di x per i quali la disequa-
zione risulta verificata, cioé determinare quei valori che la rendono una disugua-

glianza vera.

6.2 Procedimento algebrico
Ricondurre la disequazione alla forma canonica, ponendo il trinomio di secondo gra-
do uguale a 0.

Per ricercare le soluzioni bisogna calcolare il discriminante:
A = b - 4ac

Le diverse combinazioni sono riportate in tabella.
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CE segno > | x < X, V X > X, | segno > qualsiasi segno > | qualsiasi valore reale
valore reale = x,
segno = | X < X, V X 2 X, | segno 2 qualsiasi segno = | qualsiasi valore reale
valore reale
segno < X, < X < x, |segno < | nessun valore reale | segno < | nessun valore reale
segno < | x, < X < x, |segno < X = X, segno < | nessun valore reale
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6.3 Disequazioni frazionarie

Una disequazione frazionaria € una disequazione in cui l'incognita compare al deno-
minatore di almeno una frazione.

Per risolvere tali disequazioni, si procede all’analisi separata del segno del numera-
tore e del denominatore per giungere, con l'applicazione della regola dei segni e
l"utilizzo del grafico dei segni, a ricavare il segno della frazione.

Il procedimento € analogo a quello visto nelle disequazioni frazionarie con numera-
tore e denominatore di primo grado.

UD8 - LA GEOMETRIA ANALITICA

8.1 Il piano cartesiano

Il piano cartesiano & costituito da due rette orientate: la retta x orizzontale (asse
delle ascisse) e la retta y verticale (asse delle ordinate). Il loro punto di incontro
e definito origine.

II quadrante I quadrante
Yl e
<
g
=
A4 b5
2
<
B(31e
X
- —
C (=3;0) (0] Asse ascisse
(0; 0)
e D(1;-3)
IIT quadrante IV quadrante

Ogni punto P del piano ¢ individuato attraverso una coppia di numeri x e y che rap-
presentano le coordinate cartesiane del punto.

Date le coordinate di un punto & possibile disegnarlo sul piano cartesiano (e vice-
versa).

I due assi cartesiani individuano 4 angoli che prendono il nome di quadranti.
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Un segmento e dotato di due estremi. Per calcolare la sua lunghezza, é sufficiente
calcolare la distanza tra le coordinate dei suoi estremi:

o8] s {rr]

Per calcolare il suo punto medio:

XA+X3. _yA+yB

8.3 La retta nel piano cartesiano

Nel piano cartesiano, le rette sono descritte da equazioni di primo grado in due va-
riabili.

Forma implicita: ax + by + ¢ = 0

oppure isolando la y

Forma esplicita: y = mx + g

in cui:
- m & il coefficiente di x e corrisponde al coef- y 4
ficiente angolare della retta
m= -2

b
- q ¢ il fermine noto dell’equazione e corrispon- 1}
de all’ordinata del punto in cui la retta interse- _'2 ) 1 2 3 e
ca l'asse y (ordinata all’origine) ,
9= 3t

_4 L

Le soluzioni dell’equazione sono coppie (x; y) di ST
numeri reali che la soddisfano. or
Esse rappresentano le coordinate dei punti ap-

partenenti alla retta.
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8.4 Dall’equazione di una retta al suo grafico

Data un'equazione di primo grado in due incognite, ax + by + ¢ = 0, per determi-

nare il grafico corrispondente si procede in questo modo:

1) risolvere l'equazione rispetto a y, oftenendo la forma y = mx + ¢,

2) creare una tabella dove si danno a x due valori arbitrari (0; 1; o altro) e si de-
terminano i corrispondenti valori di y (sono sufficienti due valori);

3) indicare i punti nel piano cartesiano e tracciare la retta passante per essi.

8.5 Equazione della retta passante per due punti
La retta passante per i punti A (x,; v,) e B (x,; y;) di cui si conoscono le coordina-

te, ha equazione:
Y=Ya x—x4

Ye=Ya X=Xy

In alternativa, sostituire le coordinate dei punti nell’equazione y = mx + q e risol-
vere il sistema:

_yB = mXB+ q

_yA = mXA + q

8.6 Equazione della retta noti un punto e il

coefficiente angolare m
Per scrivere |’equazione della retta passante per un punto di cui si conoscono le co-
ordinate A (x,; y,) e il coefficiente angolare m si usa la formula:

Y -—Y,=m X_XA)

8.7 Condizioni di parallelismo e perpendicolarita
Due retfte sono parallele fra loro se formano lo stesso angolo con ["asse delle ascis-
se e hanno quindi lo stesso coefficiente angolare:

m = m,

Se m = 0, la retta é parallela all’asse delle ascisse (y = 0).

Se l"angolo é refto, non c'é coefficiente angolare e la retta é parallela all’asse del-
le ordinate (x = 0).

Due rette dotate di coefficiente angolare diverso da zero sono perpendicolari fra

loro se i rispettivi coefficienti angolari sono opposti e inversi:
1
m,

m,=— - m,-m=-—1

8.8 Le intersezioni fra rette
Se due refte non sono parallele si puo determinare il loro punto di intersezione.
Per trovare le coordinate di questo punto bisogna risolvere il sistema formato dalle

due equazioni che rappresentano le rette.
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8.10 La parabola

Una parabola ¢ il luogo dei punti equidistanti da un punto fisso, denominato fuoco
(F), e da una retta d fissa detta direttrice.

La retta passante per il fuoco e perpendicolare alla direttrice della parabola si
chiama asse della parabola.

asse
della parabola

F fuoco

vertice

d direttrice—" d

A ogni parabola con asse parallelo all’asse y corrisponde un’equazione:
y =ax* + bx + c(cona = 0)

- se a > 0 — la parabola ha concavita verso l'alto (U);

- se a < 0 — la parabola ha concavita verso il basso (N).

Il punto Vin cui la parabola interseca il suo asse si chiama vertice della parabola.
Le sue coordinate sono:

b._ A
V(_Za' 4a>

Il termine noto c indica l'ordinata del punto di intersezione fra la parabola e l'asse
y: P (0; c¢). Quando ¢ = 0 la parabola passa quindi per l'origine O.

8.11 Dall’equazione di una parabola al suo grafico
Per realizzare il grafico della parabola, sequire questi passaggi.

1) Trovare le coordinate del vertice V.

2) Trovare le inftersezioni con asse y: P (0; c).

3) Trovare le intersezioni con asse x.

Cony=0 - ax*+bx+c=0 -  sihaquindi unequazione di 2° grado
seA>0 - laparabola incontra l'asse x in due punti

seA =0 - laparabola incontra l'asse x in un solo punto

se A <0 — laparabola non incontra l'asse x

8.12 Posizioni reciproche di retta e parabola

Una parabola e una retta possono intersecarsi in due punti (secanti), in un punto
solo (tangenti) o in nessun punto. Per determinare le intersezioni € necessario ri-
solvere il sistema formato dalle due equazioni

y=mx+gq

y=ax’+bx+c
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- se A > 0 — il sistema ha due soluzioni distinte, quindi la parabola incontra la
retta in due punti

- se A = 0 — il sistema ha una sola soluzione, quindi la parabola incontra la retta
in un solo punto

- se A < 0 — il sistema non ha soluzioni, quindi la parabola non incontra la retta

8.13 La circonferenza nel piano cartesiano

Una circonferenza ¢é il luogo dei punti del piano equidistanti da un punto fisso detto
centro.

A ogni circonferenza corrisponde un’equazione

X+ yY+ax+by+c=0

- sec

0 — la circonferenza passa sempre per l'origine degli assi cartesiani;
- se a = 0 — la circonferenza ha il centro sull’asse delle y;
- se b = 0 — la circonferenza ha il centro sull’asse delle x;

- Ssea

0 e b =0 - lacirconferenza ha il centro nell’origine.

Per disegnare una circonferenza sul piano cartesiano si devono conoscere il centro

(C) e il raggio (r).

Coordinate del centro: C(—;;—g) Raggio circonferenza: r=y(x)+(y.) ¢
Se sono noti il centro C e il raggio r, si puo scrivere l’equazione della circonferen-

Za come:
(x=x)+(y-y)=r

N

8.14 Funzioni di proporzionalita e

rappresentazioni grafiche

Nel piano cartesiano, la funzione lineare di proporzionalita diretta é rappresentata
da una refta che passa per l'origine:

y = mx

La funzione di proporzionalita quadratica e rappresentata invece da una parabola
con vertice nell’origine degli assi:

y = ax* (cona = 0)
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UD9 - INTRODUZIONE AL CALCOLO | ..~
INFINITESIMALE |

9.1 Le funzioni e le loro caratteristiche
La funzione é una legge che lega gli elementi di due insiemi secondo una espressio-

ne matematica indicata con

y = f(x)
dove x ¢é la variabile indipendente e y é la variabile dipendente, in modo che a ogni

elemento x del primo insieme A corrisponda un unico elemento y del secondo insie-

me B.

DOMINIO E CODOMINIO

L'insieme dei valori che si possono attribuire all’incognita x per i quali ha senso

l"equazione y = f(x) si definisce dominio e viene indicato con la lettera D.

Le regole da sequire per il calcolo del dominio di una funzione sono le stesse appli-
cate per la determinazione del campo di esistenza delle equazioni.

Il codominio & invece l'insieme dei valori assunti dalla variabile y al variare dei va-

lori della x in D e si indica con la lettera C.

CRESCENTE E DECRESCENTE
x, < x, e f{x)) < f(x,)
|
Funzione strettamente

crescente (A)

tratto di stallo

foo) -7~ ftx,)

x, < x, e f(x) < flx
< x e f(x) = f(x) o |~ : o)

|
Funzione crescente (B)

x, < x, e f(x)) > f(x,)
|
Funzione strettamente

decrescente (C)
D y A

N
| tratto di stallo
|

x, < x, e f(x) = f(x,)
|
Funzione decrescente (D)

Le funzioni nel loro dominio
non sono sempre crescenti o
sempre decrescenti, ma hanno
degli intervalli di crescenza e

decrescenza.

f(xz) )

/
fix,) x
|

><"

N
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MASSIMI E MINIMI

Il massimo relativo corrisponde all’ordinata del punto in cui la funzione passa da

essere crescente a decrescente. Il minimo relativo corrisponde invece all’ordinata
del punto in cui la funzione passa da essere decrescente a crescente.

In una funzione possono esistere pid massimi e piv minimi relativi.

Il massimo assoluto rappresenta il valore pid grande di tutti i valori assunti dalla
funzione.

IL minimo assoluto rappresenta il valore pit piccolo di tutti i valori assunti dalla

funzione.
y A
massimo relativo i
/\ -
/ \\9_ x
i minimo relativo
CONCAVITA

Una funzione si dice convessa (A) in un intervallo, se il segmento che congiunge
due qualsiasi punti del suo grafico, nell’intervallo dato, si trova sopra il grafico
stesso.

Una funzione si dice concava (B) in un intervallo, se il segmento che congiunge due
qualsiasi punti del suo grafico, nell’intervallo dato, si trova al di sotto del grafico
stesso.

I punti in cui la funzione cambia concavita sono definiti flessi.

A y A B y A
4t 4t
3 3
2t 2t
1} /\

4 —2_% 2 4 x 4 —7}_ 4 x

_zk/ ot
3t 3}
4} 4}
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9.2 Introduzione al calcolo dei Limiti PLUS
Il calcolo dei limiti permette di capire l"andamento della funzione “nelle vicinanze” '” D IC
di un punto x, appartenente o non appartenente al dominio D. g
Limite della Limite della Limite della somma Limite del prodotto Limite del
funzione f(x) funzione g(x) Lim (£(x)-g(x)) quoziente
Lim f(x) lim g (x) Llim (f(x)+g(x)) I f(x)
X—C X—C X—C Im
o0 0, 0+ =14 © -0 = 0,
0. o = F.I. 0
0 0 0 + © = o } . —=0
forma indeterminata R
o -0 =F.I. ©
© 0 © 0 = » AT ®
* forma indeterminata 0
S
0 0 0+0=0 0-0=0 0
forma indeterminata
0
e, 0 0, +0 =1 2-0=0 0=
0
0 (, 0+10 =1 0-2 =0 3, =0
e FIL
+ oo + o0 + 00 400 = 4+ + o + 0 = + o oo
forma indeterminata
—= =F.I.
— o0
e - (=) + (@)= |(rw) ()= aw | @
forma indeterminata
(+0) + (-2) = +o —0= F>o _F1.
+ o - F.I. (+0) - (-o) = - >
forma indeterminata forma indeterminata
(mo0) + (+0) = -0 +o0= X _F.I.
. + oo F.I (-0) - (+®) = - oo
forma indeterminata forma indeterminata

Ci sono alcuni modi per togliere l'indeterminazione quando si presenta.

- [0/0]: bisogna procedere con la scomposizione in polinomi.

- [/« ]; al numeratore e al denominatore si considerano solo le x, con i loro co-
efficienti, col grado piu alto.
e Se il numeratore ha grado maggiore del denominatore = o

e Se il numeratore ha grado minore del denominatore = 0

(18
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e Se numeratore e denominatore hanno lo stesso grado = rapporto fra i coeffi- PLUS

cienti di x di grado piu elevato.

- [+ ® -e]: si considera solo la x col grado piu alto.

- [0 * «]: siriconduce alle forme [0/0] e [/ ].

CONTINUITA E DISCONTINUITA

Una funzione y = f(x) si definisce continua in un punto ¢ di un intervallo quando il
limite di tale funzione nel punto c corrisponde al valore stesso che la funzione as-

sume in quel punto, cioé f(c).
Lim £(x) = £(c)
Una funzione si dice continua in un intervallo se

risulta continua in tutti i punti dell’intervallo.

La discontinuita € classificata in 3 tipologie.
Discontinuita di 1* specie: si presenfa quando il
grafico ammette un salto di ampiezza finita nel
punto c.

wa f(x)=10, (Llimite sinistro rispetto al punto ¢)

E‘ﬁ f(x)=¢, (limite destro rispetto al punto c)
con (,#1¢,

Discontinuita di 2* specie: si presenta quando la
funzione tende ad assumere valori infiniti alla de-
stra o alla sinistra, o da enftram-

be le parti, di un punto c.
Lijp f(x) = oo ononesiste
oppure

Lim f(x) = oo ononesiste

Discontinuita di 3* specie: si
presenta graficamente mediante
la presenza di un puntino vuoto
lungo il tracciato della funzione.
E una discontinuita eliminabile.
limf(x)="0e

lim f(x) =¢ =3 2
con f(c) # ¢ oppurenonesiste f(c)

y y=x+1
1
\ 6'
5_
4_
y=x2-2x salto
3_
2 9PNL2 3 45 x
2N 4
|
v A o
|
|
|
|
|
|
l
|
3 |
|
|
2 | .
l
,,,,,,,,,,,,, B
|
- - |
. . | . -
_1 Q| 1 3 x
-1t
_2_
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9.3 Asintoti PLUS

L’asintoto € la retta a cui il grafico di una funzione tende ad avvicinarsi sempre di
piu senza mai toccarla.

Asintoto verticale: x = ¢

Asintoto orizzontale: y = ¢

Asintoto obliquo: y = mx + g

x = 2 asintoto verticale

;o y=2x-2
/" asintoto
obliquo

_2x2—3
x+1
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9.4 Le successioni

Una sequenza di numeri reali ottenuti mediante l'applicazione di una data relazione
matematica viene detta successione.

Una successione ¢ indicata mediante una funzione analitica a, che esprime il termi-
ne generico della successione, dove n € un numero naturale.

Le successioni possono essere rappresentate su un piano cartesiano: l'asse delle
ascisse diventa l'asse dei numeri naturali n, mentre l'asse delle ordinate diventa
l"asse dei valori di a,.

Il risultato € un insieme di punti isolati.

1;1
Lo
l
|
@212
| E
| .
131 813
I e XC R
i L L L L L »
Ol 123456 n

Una successione ¢ divergente se, al crescere di n, i valori di a, diventano sempre
pio grandi o sempre pi0 piccoli (+ ).

Una successione & convergente se, al crescere di n, i valori di a_ si avvicinano sem-
pre pio a 0.

Una successione ¢ indeterminata se, al crescere di n, i valori di a_ i valori continua-
no ad oscillare.

AA. VV.
Corso di

Matematica
PLUS

@



